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Abstract  Keywords 
Integral equations are a fundamental mathematical tool for modeling many 
phenomena in physics, engineering, and biology. This study focuses on the 
application of the Laplace transform as an effective analytical method for solving 
linear Volterra integral equations of the second kind, specifically those where the 
kernel is a function of the difference. The strength of this technique lies in its ability 
to transform the integral equation into an algebraic equation in the Laplace 
domain, significantly simplifying the process of finding an explicit solution. The 
paper presents the theoretical framework of the Laplace transform and its key 
properties, followed by a classification of integral equations. The method is then 
demonstrated through practical, solved examples, proving its efficiency and 
accuracy in obtaining solutions. The results expected to confirm that the Laplace 
transform method is a powerful and reliable analytical tool for this important class 
of integral equations. 
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  ص الملخّ    المفتاحية الكلمات

 الحل ،لابلاس  تحويل
 المعادلات،  التحليلي 

معادلة  التكاملية، 
القابلة   النواة  فولتيرا. 

  للفرق. 
  

 هذه تركز  .والبيولوجيا  والهندسة  الفيزʮء في الظواهر من العديد لنمذجة  أساسية رʮضية أداة  التكاملية  المعادلات  تعد
 عندما  الثاني،  النوع  من الخطية التكاملية  فولتيرا  معادلة  لحل  فعال تحليلي  كأسلوب لابلاس تحويل تطبيق على الدراسة
 تحويل مجال  في جبرية  معادلة  إلى  التكاملية  المعادلة  تحويل  على  بقدرته  الأسلوب  هذا يمتاز ،  للفرق  دالة  المعادلة  نواة تكون 

 متبوعًا  وخواصه، لابلاس لتحويل النظري الإطار الورقة تقدم .الصريح  الحل وإيجاد حلها عملية يسهل مما لابلاس،
 إيجاد  على  وقدرēا الطريقة  هذه  كفاءة تثبت  توضيحية  أمثلة  عبر  عملي بتطبيق وتختتم التكاملية،  للمعادلات  بتصنيف 

  .دقيقة  حلول
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  المقدمة : 
 والموجات الانتشار  نظرية  من  بدءًا والتطبيقية،  العلمية المشكلات  من العديد  ووصف  صياغة في  محورʮً  دوراً  التكاملية المعادلات  تلعب   

 تحدʮً  المعادلات  لهذه عددية أو تحليلية حلول  إيجاد مثل )  2016) و (كيليكمان  2008ي (بوليانين  الرʮض الاقتصاد  بمعادلات  وانتهاءً 
 طرق  إلى  أساسي بشكل  الطرق  هذه تنقسم ) 2011ا (وزواز  معه للتعامل ومتنوعة  عديدة طرق  تطوير  إلى الباحثين  دفع مما كبيراً، 

 .)2019ة (بيداس التحليلي الطرق تعجز عندما  تقريبية  حلول  لتقديم عددية وطرق  متكاملة، تحويلات كاستخدام  تحليلية،

 ومهمة  محددة فئة لحل  لابلاس تحويل استخدام  وهي القوية، التحليلية الطرق هذه إحدى على الضوء تسليط  إلى الورقة  هذه ēدف    
 على لابلاس  تحويل  قدرة في  الطريقة هذه أهمية تكمن،  الفرق  على تعتمد التي النواة ذات فولتيرا معادلات  التكاملية، المعادلات من

 نسبية  بسهولة  حلها  يمكن  جبرية  معادلة  إلى  التكامل، علامة  تحت اĐهولة  الدالة  فيها تختلف معادلة  هي التي  التكاملية،  المعادلة  تبسيط 
  ). 2019) و(ملكينجاد 2014ي(دكي الأصل الزمني  اĐال  في  الحل على للحصول  النتيجة  عكس ثم  ومن  التحويل، مجال  في

   :لابلاس  تحويل 2.

  الأساسية والخواص  التعريف 1.2 

  : 1تعريف 

𝑡لجميع  عرفة الم 𝑓(𝑡) ة للدال لابلاس  تحويل يعرف             ≥   : )2018) و (زيل 2018ة(كريسزج التالي  ʪلعلاقة      0

𝐿{𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑠) = න 𝑒ି௦௧𝑓(𝑡)𝑑𝑡                       (1)

ஶ

଴

 

  . التكامل تقارب  لضمان  يكفي  بما كبيراً  الحقيقي  جزءه يؤخذ ما  غالبًا ) مركب  عدد  ( s حيث

  ة الخطية. الخاصي يحقق  أنه أي  خطيًا،  مؤثراً  لابلاس  تحويل  يعُد

  تحويل لابلاس لهما على التوالي دالتين   𝑓(𝑡)  و 𝑔(𝑡)كانت    : إذا1نظرية         
               𝐿{𝑔(𝑡)} = 𝐺(𝑠)  , 𝐿({𝑓(𝑡)}) = 𝐹(𝑠)  

  - فإن: 
𝐿{𝑘ଵ𝑓(𝑡) + 𝑘ଶ𝑔(𝑡)} = 𝑘ଵ𝐿{𝑓(𝑡)} + 𝑘ଶ𝐿{𝑔(𝑡)} 

, 𝑘ଵلأي عددين حقيقين          𝑘ଶ                                                .  
  هذه النظرية تعرف الخاصية الخطية لتحويل لابلاس.       
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  ) 2016) و (ديبناث  2013ب (سكيف والتقار  الوجود شروط  2.2 

 :الدالة تكون  أن يجب     𝑓(𝑡)ة  للدال  لابلاس تحويل يوجد لكي  

,0] محدودة  فترة  أي على جزئيًا متصلة  . 1 𝐴] .  
𝑀   ثوابت يوجد أي  أسية،  رتبة ذات . 2 > 0, 𝑐     حيث|𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀𝑒௖௧   لجميع قيم𝑡    

𝑅𝑒(𝑠)    لجميع  𝐹(𝑠) التحويل ويوجد  التكامل يتقارب  الشروط، هذه ضمن   > 𝑐  

  الهامة  لابلاس تحويل خواص 3.2

  )2018) و (مدلل 2018ة (زيل والتكاملي التفاضلية المعادلات حل في تستخدم التي الخواص أهم من  

 :المشتقة تحويل  . 1

  - : 2نظرية
, 0]متصلة مقطعياً على الفترة   𝑓′(𝑡)دالة متصلة ومشتقتها   𝑓(𝑡)ذا كانت  إ سية وكان تحويل لابلاس  أوكانت لها رتبة  [∞

    - :   نإ ف  𝐹(𝑠)هو   𝑓للدالة  
                 𝐿{𝑓′(𝑡)} = 𝑆𝐿{𝑓(𝑡)} − 𝑓(0) = 𝑆𝐹(𝑠) − 𝑓(0)  

  
 ة: الإزاح نظرية  . 2

 - : 3نظرية               
  - فإن:  𝐹(𝑠)هو الدالة    𝑓ذا كان تحويل لابلاس للدالة  إ               

𝐿{𝑒௔௧𝑓(𝑡)} = 𝐹(𝑠 − 𝑎) 
 
 الالتفاف  نظرية  . 3
  فإن 𝑔(𝑡) هو تحويل لابلاس للدالة 𝐺(𝑠) و    𝑓(𝑡)هو تحويل لابلاس للدالة     𝐹(𝑠)ذا كان  إ

𝐿{ (𝑓 ∗  𝑔)(𝑡)} =  𝐹(𝑠) ∗  𝐺(𝑠)  

  العكسي لابلاس  تحويل   4.2

𝐿{ 𝑓(𝑡)}ن  كا إذا   =  𝐹(𝑠)  لعلاقة  يعُرف  العكسي لابلاس  تحويل فإنتحويل لابلاسʪ:  
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𝐿ିଵ{𝐹(𝑠)} = 𝑓(𝑡) 
 

  . 𝑓(𝑡) الأصلية الدالة  لإيجاد تحويل لابلاس العكسي ويُستخدم

  - : )2018(زيل  ي  العكسالكافية لوجود تحويل لابلاس   الشروط  5.2
  - هي:   𝐹(𝑠)الشروط الكافية لوجود تحويل لابلاس العكسي للدالة  

1- lim
௦→ஶ

𝐹(𝑠) = 0 
2- lim

௦→ஶ
𝑆 𝐹(𝑠) = 𝑙 < ∞  

  - : 4نظرية
,  𝐺(𝑠)ذا كان التحويل العكسي للدالتين  إ 𝐹(𝑠)   على التوالي هو  

𝐿ିଵ{𝐺(𝑠)} = 𝑔(𝑡)  ,      𝐿ିଵ{𝐹(𝑠)} = 𝑓(𝑡) 
  - فان: 

𝐿ିଵ{𝑘ଵ𝐹(𝑠) + 𝑘ଶ𝐺(𝑠)} = 𝑘ଵ𝐿ିଵ{𝐹(𝑠)} + 𝑘ଶ𝐿ିଵ{𝐺(𝑠)} 
,    𝑘ଵي عددين حقيقيين  لأ 𝑘ଶ  

  مؤثر خطي.  𝐿ିଵن  أ هذه النظرية تعني 
 والتصنيف  التعريف :التكاملية  المعادلات. 3  

  ). 2011) و (وزواز 2008ل (بولينان التكام علامة  تحت 𝜑(𝑥) اĐهولة  الدالة  تظهر حيث معادلة هي التكاملية  المعادلة  

  الصيغة  حسب التصنيف  1.3

  - فردهولم التكاملية:   معادلات  1.1.3

𝑥وينتمي إلى الفترة   𝑏في جميع صيغ فردهولم تكون Ĕاية الجزء العلوي للتكامل عبارة عن ʬبت محدد معلوم   ∈ [𝑎  , 𝑏]   وهي كما
  - يلي: 

μمعادلة فردهولم التكاملية من النوع الأول تكون   -1 =   وʪلتالي Ϧخذ الشكل:  0

     𝑔(𝑥) + 𝜆 න 𝑘(𝑥 , 𝑡)  𝜑(𝑡)𝑑𝑡

௕

௔

= 0         (2) 
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μ معادلة فردهولم التكاملية من النوع الثاني وذلك عند فرض ان  -2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 ≠ 0    

μ 𝜑(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝜆 න 𝑘(𝑥 , 𝑡)  𝜑(𝑡)𝑑𝑡

௕

௔

    (3) 

μحيث نضع   (3) معادلة فردهولم التكاملية المتجانسة وهي حالة خاصة من   -3 =   فنحصل على:  (3)في المعادلة   1

 𝜑(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝜆 න 𝑘(𝑥 , 𝑡)  𝜑(𝑡)𝑑𝑡

௕

௔

       (4) 

  يحمل معاني فيزʮئية عن خواص المادة.  𝜆حيث     

   𝑘(𝑥 , 𝑡) .تكون متصلة او غير متصلة ًʭدالة معلومة وتسمى نواة المعادلة وتحمل صفات وخواص المادة المستخدمة واحيا  

  دالة معلومة أيضاً وتمثل دالة السطح المراد حساب التكامل عليه.  𝑔(𝑥)الدالة   

φ(𝑥) .ئية دالة الجهدʮهولة المطلوب تعيينها وهي تمثل في العلوم الفيزĐهي الدالة ا  

  - :  ) 2017ة (برونر  معادلات فوليترا التكاملية الخطي 2.1.3

  يكون الشكل القياسي لمعادلات فولتيرا التكاملية الخطية كالتالي: 

φ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 න 𝑘(𝑥 , 𝑡)

௫

௔

 𝜑(𝑡)𝑑𝑡        (5)  

  نلاحظ ان معادلة فولتيرا الخطية هي حالة خاصة من معادلة فردهولم التكاملية الخطية وذلك في حال اعتبرʭ ان: 

𝑘(𝑥  , 𝑡) = 0           ;    𝑥 < 𝑡 ≤ 𝑏 

  في المعادلة السابقة تحدد الأصناف التالية للمعادلات التكاملية الخطية وهي:  φ(𝑥)ان قيمة الدالة   

φ(𝑥)ذا كانت   إ -1 =   فإننا نحصل على معادلة فولتيرا التكاملية الخطية من النوع الأول والتي لها الشكل   0
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𝑓(𝑥) + 𝜆 න 𝑘(𝑥 , 𝑡)

௫

௔

 𝜑(𝑡)𝑑𝑡 = 0            (6) 

φ(𝑥)ذا كانت   إ -2 =   فإننا نحصل على معادلة فولتيرا التكاملية الخطية من النوع الثاني (موضوع الدراسة) والتي لها الشكل:  1

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 න 𝑘(𝑥 , 𝑡)

௫

௔

 𝜑(𝑡)𝑑𝑡         (7) 

    𝑓(𝜑(𝑡))ل  مث التكامل،  تحت  خطي غير  بشكل  اĐهولة  الدالة  تظهر حيث :خطية  غير معادلات  3.1.3

  ): 2019) و(ميلكينجاد 2021ة (لازريج النوا حسب التصنيف2.3 

  - إلى: يمكن تقسيم المعادلات التكاملية وتصنيفها ʪلنسبة للنواة 

, 𝑘(𝑥معادلات تكاملية ذات نواة    -1 𝑡)     متصلة في الفترة[𝑎 , 𝑏]          ولها الشرط |𝑘(𝑥 , 𝑡)| ≤ 𝑀   

  ʬبت.  𝑀حيث  

  معادلات تكاملية ذات نواة شاذة ولها الشرط     -2

      ቀ∫ ∫ |𝑘(𝑥 , 𝑡)|ଶ௕

௔
𝑑𝑥𝑑𝑡

௕

௔
ቁ

భ

మ
= 𝑐   

  دهولم. ين المعادلة التكاملية تسمى معادلة تكاملية من نوع فر إ وʪلتالي ف  منتهية،قيمة محدودة  𝑐حيث  

  - التالي: وتصنف المعادلات التكاملية بحسب النواة الشاذة على النحو 

  -ذا كانت النواة Ϧخذ الشكل إ -1

𝑘(𝑥 , 𝑡) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 

𝐴(𝑥 , 𝑡)
|𝑥 − 𝑡|ఈ    ,    0 ≤ 𝛼 < 1       (8)

 
 

𝐴(𝑥 , 𝑡) ln|𝑥 − 𝑡|                 (9)
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, 𝐴(𝑥حيث   𝑡)  .اēدالة متصلة هي ومشتقا  

 .  (9)ية في  ثم و نواة لوغار أ Ĕ(8)ا ضعيفة الشذوذ ʪلنسبة لنواة كارلمان في  أفي هذه الحالة يقال عن المعادلة التكاملية  

  -الشكل:  ذا كانت النواة على إ -2

𝑘(𝑥 , 𝑡) =
𝐵(𝑥 , 𝑡)

𝑥 − 𝑡
 

, 𝐵(𝑥فأĔا تسمى نواة كوشي حيث   𝑡)  ا. دالة متصلة هيēومشتقا  

  -الشكل:  ذا كانت النواة على إ -3

𝑘(𝑥 , 𝑡) =
𝐶(𝑥 , 𝑡)

(𝑥 − 𝑡)௠
             ;          𝑚 ≥ 2 

𝑚ن المعادلة التكاملية تسمى معادلة قوية الشذوذ عندما  إف = 𝑚ذا كانت  إ ولكن  2 > ن المعادلة التكاملية تسمى معادلة  إف 2
, 𝑐(𝑥شديدة الشذوذ حيث   𝑡)  ا. دالة متصلة هيēومشتقا  

  -الشكل:  ذا كانت النواة على إ -4

𝑘(𝑥 , 𝑡) =
𝐷(𝑥 , 𝑡)

(𝑥 − 𝑡)ఈ
     ;     0 ≤ 𝛼 ≤ 1 

, 𝐷(𝑥حيث   𝑡)   ا، دالة متصلة هيēلتالي ف ومشتقاʪآبل. ن المعادلة التكاملية تسمى صيغة إ و  

  (Degenerate Kernel)النواة القابلة للفصل   -3

, 𝐾(𝑥تسمى النواة   𝑡)   ن كل حد عبارة عن  أمكن التعبير عنها كمجموع عدد من الحدود المنتهية بحيث  أذا  إنواة قابلة للفصل
  كالتالي: فقط   𝑡فقط ودالة في    𝑥حاصل ضرب دالة في  

𝑘(𝑥 , 𝑡) = ෍ 𝑎௜(𝑥)𝑏௜(𝑡)

௡

௜ୀଵ

          (10) 

  (Symmetric) النواة المتماثلة  -4
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, 𝑘(𝑥الدالة المركبة القيمة   𝑡)  ذا كانت  إتسمى متماثلة 𝑘(𝑥 , 𝑡) = 𝑘∗(𝑥 , 𝑡)     تعبر عن تبديل متغيرات   (∗)ن  أحيث
  الدالة. 

𝑘(𝑥   (Difference Kernel)    نواة الاختلاف  -5 −  𝑡)فولتيرا معادلة  يجعل ما وهو الحالية، الدراسة  محور هو النوع  هذا  
  . التفافية  معادلة 

 لابلاس  تحويل ʪستخدام  الاختلاف نواة ذات فولتيرا معادلات حل.4

  للطريقة  الرʮضية الصياغة 1.4 

  :الاختلاف  نواة  ذات  الثاني  النوع  من فولتيرا معادلة نعتبر 

φ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 න 𝑘(𝑥 − 𝑡)

௫

଴

𝜑(𝑡)𝑑𝑡        (11)  

, 𝑘( 𝑥              والتي نواēا  𝑡) ∈ 𝐿ଶ( 0, 𝑎)      ,𝑓( 𝑥) ∈ 𝐿ଶ( 0, 𝑎)  

  :التالي  النحو على (11) المعادلة كتابة  إعادة يمكن الالتفاف تعريف ʪستخدام

φ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑘(𝑥)∗   φ(𝑥)              (12) 
 . لابلاس  تحويلات تمتلك 𝑓(𝑥)  و  𝜑(𝑥)   و  𝑘(𝑥)نعتبر هنا ان الدوال  

  :على نحصل  الخطية،  والخاصية  (Borel) الالتفاف نظرية ʪستخدام  )12( المعادلة  طرفي على  التحويل  نطبق 

∅(𝑠) = 𝐹(𝑠) + 𝐾(𝑠)  ∙ 𝜑(𝑠) 
  نجد    𝜑(𝑠)لـ   الجبرية  المعادلة بحل

∅(𝑠) =
𝐹(𝑠)

1 − 𝑘(𝑠)
     ;     (𝑘(𝑠) + 1)      (13) 

  الأصلي.  اĐال في   )11للمعادلة التكاملية ( 𝜑(𝑥)) نحصل على الحل  13تحويل لابلاس العكسي على طرفي المعادلة (وتطبيق 
  تطبيقية  أمثلة  2.4

  :التكاملية  المعادلة  حل أوجد  1 مثال 
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φ(𝑥) = sin 𝑥 + 2 න cos(𝑥 − 𝑡)

௫

଴

𝜑(𝑡)𝑑𝑡    (14) 

  - الحل: 
  ) تكتب: 14من تعريف حاصل ضرب اللف فان (

φ(𝑥) = sin 𝑥 + 2[cos 𝑥∗ 𝜑(𝑥)]               (15) 
  ن: أنجد   ) 15وبتطبيق تحويل لابلاس لطرفي المعادلة (

∅(𝑠) =
1

𝑠ଶ + 1
+ 2

𝑠

𝑠ଶ + 1
∙ ∅(𝑠) 

  ومنه 
  

∅(𝑠) ቂ1 − 2
𝑠

𝑠ଶ + 1
ቃ =

1

𝑠ଶ + 1
 

  او
  

∅(𝑠) =
1

(𝑠 − 1)ଶ
                  (16) 

  ) نحصل على المعادلة التكاملية  16العكسي لطرفي ( وϥخذ تحويل لابلاس

φ(𝑥) = 𝐿ିଵ ൤
1

(𝑠 − 1)ଶ
൨ = 𝑥𝑒௫ 

 

  التكاملية: أوجد حل المعادلة  2 :ثال م

φ(𝑥) = 1 + න sin(𝑥 − 𝑡)

௫

଴

𝜑(𝑡)𝑑𝑡       (17) 

  - الحل: 
  ) ϥ17خذ تحويل لابلاس لطرفي (

∅(𝑠) =
1

𝑠
+

1

𝑠ଶ + 1
∅(𝑠)            

  ومنها نجد  
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∅(𝑠) =
1

𝑠
+

1

𝑠ଷ
                     (18) 

  ) فان  18وϥخذ تحويل لابلاس العكسي لطرفي (

φ(𝑥) = 1 +
𝑥ଶ

2
 

    النتائج  . 5

 عندما  الثاني النوع  من الخطية  التكاملية فولتيرا معادلات  لحل ومباشرة قوية تحليلية كأداة لابلاس  تحويل  فعالية  الدراسة هذه أظهرت  
 في  بسيطة  جبرية  معادلة إلى حلها يصعب تكاملية معادلة  من  المشكلة  تحويل  على بقدرēا الطريقة هذه تمتاز  ،للفرق  دالة  النواة تكون 
 .واضحة تطبيقية  أمثلة خلال  من تقدمها التي النتائج دقة ومن  الطريقة  صحة من التحقق  تم .التحويل  مجال

   التوصيات. 6

 طرق  مع دمجها يمكن  كما  تفاضلية،-تكاملية معادلات  أو ،شاذة نوى ذات  معادلات  حل ليشمل الطريقة هذه نطاق توسيع يمكن  
  .دقيق تحليلي  عكسي تحويل  إيجاد فيها يصعب التي للحالات  عددية 
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